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uma pesquisa anterior, a longo prazo, feita pela primeira autora (Bertoni, 2004; 2008; 2024; 2026). Como des-
dobramento da mesma pesquisa, descreve uma Experiéncia de Aprendizagem e Ensino (Silva, 2023) ocorrida
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Introducao

Em um panorama amplo do direito a educacéo, con-
sideramos o direito a aprendizagem digna, acessivel e
proveitosa um eixo de destaque. Entendemos que a edu-
cacdo deveria abranger toda a formacdo humana de ma-
neira interativa, presente em todos os ambientes sociais
e culturais em que os envolvidos no processo possam ter
acesso a uma formacdo ampla e essencial que propor-
cione participacdo consciente e ativa dos adultos, jovens
e criangas na sociedade. No Brasil, em que esses direitos
sao assegurados por seus marcos legais, destacamos os
principios da igualdade de condicbes para o acesso e
permanéncia na escola; a liberdade de aprender, ensinar,
pesquisar e divulgar o pensamento, a arte e o saber; o
pluralismo de ideias e de concepcdes pedagdgicas; e co-
existéncia de instituicdes publicas e privadas de ensino
da Constituicdo Federal de 1988 (Brasil, 1988).

Para nds, esses principios sdo atributos relacionados
ao aprender e ensinar com compreensao e significado,
em que possa se permitir ao estudante ser protagonis-
ta do seu préprio fazer a partir do que ja compreende e
sabe a fim de articular seus conhecimentos espontaneos
com os novos conhecimentos apresentados pelo ensino
formal instituido como escola. Sem perder de vista que
esse processo de aprender/ensinar, sendo espontaneo
e/ou formal, ocorre em diversos espacos. Neste contexto
o professor deixa de ser o expositor de conteudo e assu-
me o papel de regente do processo de aprender e ensi-
nar com agdes como planejar, escutar, antecipar, prever,
instigar, provocar, incentivar, entre outras.

A aprendizagem curricular, em linhas gerais, intenta
propiciar ao aluno:letramento em lingua materna e ma-
tematica — instrumentos de interacdo entre o individuo
e o mundo; conhecimentos basicos em geografia e his-
tdria, que permitem a identificacdo de cada um com seu
local e seu momento de vida no mundo; conhecimentos
fundamentais de ciéncia que possibilitam o controle so-
bre o corpo fisico e psiquico; e uma relacdo adequada
com o meio ambiente. Esses eixos e inten¢des integram a
formacao do individuo sauddvel e do cidaddo conscien-
te. Reconhece-se que inovacdes tém sido acrescentadas
a escola, por exemplo, em termos de um contexto inte-
grativo. Concepgdes novas e atuais a respeito do sujeito
protagonista, interativo e autoconsciente tém influen-
ciado as praticas escolares e produzido alteracdes po-
sitivas na busca de melhor implementacdo do curriculo
e da construcao de valores. Mudam-se condicionantes
da atuacdo dos estudantes e dos professores: ambien-
te fisico e social da sala de aula, modos de organizar o
trabalho escolar — formacao de grupos, jogos, pesquisas,
apresentacoes e outros.

A partir de um conhecimento mais profundo em
nossa area — educacdo matemadtica — e de observacoes
em outras areas, vemos indicios de que, no fundo e na
maioria, essas atividades ndo deixam de ter seu eixo
de apoio na didatica tradicional, reinante nos livros di-

daticos, hd quase um século. Na verdade, o nucleo fun-
damental e original da escola, que é o da promocao de
aprendizagens, objetivando alcancar a formacdo inte-
gral do individuo, tem sido, em boa parte das disciplinas
escolares, marginalizado, principalmente devido a forma
permanente e quase imutdvel da didatica tradicional.
Isso gerou, para esse eixo, a alcunha estigmatizante de
conteudista, no sentido de acumulo de conhecimentos
pouco compreendidos e sem valor.

Observamos isso, de modo acentuado, na matema-
tica, em especial em Fracbes e na Algebra, tépicos onde
prevalecem rejeicoes, receios e desempenho ruim pelos
estudantes, permanente mesmo nos que fazem curso su-
perior.

Nossa intencdo é chamar atencdo sobre a urgéncia
de propor e substituir um ensino que tem sido obtuso,
com muitas dificuldades, para chegar a outro tipo, isto
€, um ensino cuja caracteristica seja a visao clara, o reco-
nhecimento e compreensdo das nocdes que estdo sendo
tratadas. No caso das fracdes, isso significa ensinar ca-
minhando para além de pedacos de circulos e pares de
digitos vinculados aos mesmos. E desse direito, que tem
sido negado aos alunos, que falaremos.

Com essa intencdo em mente, a segunda autora
deste artigo realizou experimentos com alunos de escola
publica do DF, visando detectar, em especial, suas rea-
¢oes iniciais frente a problemas matematicos inerentes
a proposta. Neste artigo, nosso objetivo se traduz
em apresentar procedimentos e estratégias usadas
por estudantes dos 2°, 4° e 5° anos ao resolverem
tarefas envolvendo as fracdes que fogem dos modelos
geométricos. Nossa pretensdo serd refletir, discutir e
mostrar possibilidades de romper com o ensino de
fracdes centrado nos modelos geométricos a partir de
um estudo interpretativo e qualitativo.

1. O direito de aprender e ensinar fra¢oes fora dos
modelos geométricos

Meu primeiro contato com ensino de fra¢des funda-
mentado na realidade foi a partir de um didlogo com a
professora Nilza Bertoni em um grupo de Whatsapp da
Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica, Distrito
Federal, no primeiro semestre de 2024. No grupo havia
chamada para participar do VI Seminario Brasiliense de
Histéria e Educacdo Matematica Nilza Eigenheer Berto-
ni, com convites para oferecer alguma oficina. No final
de 2023, defendi a tese de doutorado, na ULisboa, com
o tema “Manifestacdes de Flexibilidade de Calculo Men-
tal”. Apds estudo aprofundado e robusto, nas conside-
racdes finais apontei dar continuidade as investigacdes
com foco nos numeros racionais, especificamente uma
proposta de investigacdo “sobre manifestacdes de flexi-
bilidade de cdlculo mental estendidas as operacdes com
numeros racionais, principalmente, nas operacdes de
divisdo quando envolvem resto” (Silva, 2023, p. 294), ou
seja, situacdes decorrentes daquelas incluindo divisde
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entre ndmeros naturais, quando envolvem resto, re-
sultando um numero fraciondrio. Nao imaginei que
num curto espaco de tempo estaria envolvida com os
numeros fraciondrios, e muito menos que ja estaria de-
senvolvendo novas investigacoes.

Embora soubesse que a professora Nilza Bertoni,
a primeira autora desse artigo, tivesse proposta para
essa abordagem do ensino de fracdes, tendo chegado
a pontos importantes, usualmente ndo tratados por
autores didaticos, minha opcao foi a de ndo esperar ter
uma turma de terceiro ano, adequada para comecar essa
aprendizagem. Em vez disso, decidimos por fazer uma
oficina no Semindrio citado anteriormente, sondando
professores sobre experiéncia de aprendizagem e ensi-
no feita com estudantes do 2°, 4° e 5° anos, a fim de
observar e perceber como seriam as acdes e reacoes
deles frente a atividades propostas de fracdes, segundo
a nova perspectiva de contextos reais e a perspectiva
educacional descrita logo abaixo.

O estudo desenvolvido estd baseado e apoiado pe-
las pesquisas da primeira autora, que tem desenvolvido
estudos e experimentos na area do ensino de fracdes por
mais de 30 anos (Bertoni, 1988; 2004; 2008; 2024; 2026)
nos moldes de uma pesquisa desenvolvimental a longo
termo (Freudenthal, 1981). Durante esse tempo, a refe-
rida autora descreveu resultados, ou marcos, registrados
e que passaram a integrar uma proposta alternativa so-
bre ensino de fracdes (Bertoni, 1988;2004; 2008; 2024;
2026). Os principais foram: (i) ainversdo do foco inicial, de
modelos geométricos para modelos reais, demandando
quantificacdes mais amplas e o aparecimento de novos
numeros; e (ii) a substituicdo de uma abordagem global
e formalista das fracdes (diagramas e signos numéricos)
pela introducao gradativa de ternas desses modelos re-
ais, isto é, sequéncias de fracbes com alta frequéncia na
realidade. (Bertoni, 1988; 2004; 2008; 2024; 2026). En-
quanto a primeira intentava uma apresentacdo global
das fracdes, mas acabava por localiza-las, erroneamen-
te, apenas nos intervalos iniciais da reta, nossa aborda-
gem, introduzindo sequéncias restritas desses nimeros,
permitiram, por sua natureza, um desdobramento em
sequéncias infinitas e a construcdo concomitante de um
conjunto numérico infinito, contendo os numeros natu-
rais. De fato, da contagem de objetos discretos, passa-se
a quantificar cole¢des enriquecidas com partes especiais
de objetos inteiros. De modo inerente, essas quantifica-
¢des requerem novos numeros, levando a passagem do
conjunto dos nimeros naturais a outro, dos fracionarios,
que o contém. A introducdo do numero fracionario é
imanente e explicitada em todo o processo.

Durante essa longa pesquisa, a autora manteve-se
conectada as producdes na area de ensino de fra¢des.
Um fato a observar, contudo, é que, ao mesmo tempo
que o paradigma construido pela autora afastava-se
sempre mais do modelo reducionista geométrico, ocor-
ria, na literatura, a permanéncia dos modelos geométri-

cos como introducdo ao ensino de fragcdes. Na revisdo
de literatura, realizada nos bancos de dados do google
académico, ndo foram encontradas pesquisas recentes
cujo aprender e ensinar fracdes fugissem dos modelos
geométricos.

Embora algumas propostas apresentassem tenta-
tivas de melhorias, visando, inclusive, o aparecimento
de novos numeros e articulacdes a realidade (Mack,
1990; Lamon, 2017), isso nao resultava em mudancas
consistentes para uma nova abordagem, permanecendo
aquela restritiva dos modelos geométricos. Também foi
analisada uma proposta usando barras de Cuisenaire
(Powel, 2018; 2021) que simulou, mas ndo chegou a
introduzir, um ndmero fracionario ndo natural.

2. Experiéncia de Aprendizagem e Ensino com
estudantes do 2°, 4° e 5° anos

E muito comum, no espaco escolar, profissionais
da educacdo com o pensamento professor ensina e es-
tudante aprende. Essa dicotomia afasta a ideia de que
o estudante possa ser o protagonista do seu préprio
pensar e fazer, como também de que o professor possa
aprender com e para a aula (Silva, 2023). De fato, dando
espaco para manifestacdes dos alunos, observando cada
dificuldade e ouvindo cada hipdtese levantada por eles
(seja certa ou errada), o professor muito pode aprender,
em termos de aperfeicoamentos didaticos — sejam os
que conservam fundamentos e estrutura existentes para
a proposta, e procuram melhoria; ou, alternativamente,
em termos de busca de outras bases que evitem os obs-
taculos de aprendizagem observados.

Fosnost e Dolk (2001) ddo um arcabouco tedrico
mais geral a esse processo. Apontam que aprender e
ensinar sao acdes insepardveis que se relacionam, se
complementam e se integram. Sdo duas a¢des que se
traduzem em processos Ndo apenas na linguagem e no
pensamento, mas também na acao.

E nessa perspectiva de aprender e ensinar, tanto
pelo professor como pelo estudante, que iremos dialo-
gar sobre os direitos de aprender e ensinar fracdes fora
dos modelos geométricos. Isso representa uma busca
de superacdo das dificuldades em entender e aprender,
manifestadas pelos estudantes quando expostos aos
padrées didaticos tradicionais. Fui auxiliada, em classes
normais, por professoras que também ja tinham ideias
sobre o ensino de fracdes a partir da realidade e o desejo
de ver o desempenho dos estudantes no mesmo ensino,
bem como a disposicdo de aprender e fazer aprenderem
durante sessdes que, seguindo esse novo modelo, foram
realizadas com estudantes.

Para isso, realizamos experiéncias de aprendizagem
e ensino (Silva, 2023) em que as tarefas propostas envol-
vendo numeros fracionarios haviam sido pensadas e ela-
boradas pela primeira autora desse artigo, que vem dis-
cutindo a proposta desde a década de 80, a qual acabou
por confluir para a Educacdo Matematica Realista (EMR).
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Essa teoria parte do pressuposto de que o ensino da ma-
tematica se vincula as situacdes do mundo real, possi-
bilitando aos estudantes a construcdo de significados a
partir de suas préprias experiéncias e interpretacdes da
realidade, em interacdo com o ambiente ao redor (Freu-
denthal 1981, 2002).

A aplicacdo das tarefas ocorreu em turmas dos Anos
Iniciais com o propésito de desenvolver a aprendizagem
das fracdes visando ao reconhecimento na realidade e a
construcdo de um numero, considerando o que vem a ser
esse numero, o que ele quantifica e a sua relacdo com os
numeros naturais, conforme nos aponta Bertoni (2008).
A referida autora, em estudos (projetos de investigacdo
e intervencdes em escolas) realizados na década de 80
e nos anos 2000, prop0s que o trabalho a ser feito para
introducdo desses novos numeros fosse voltado para a
formacdo de conceitos de fracdo, de numero fraciona-
rio e da representacao fraciondria desses nimeros como
quantificadores para novas situacdes, essencialmente, si-
tuacdes do cotidiano. As abordagens metodoldgicas de-
senvolvidas a época articulavam-se ao objetivo conceitu-
al de levar a “um conhecimento que situasse o aluno em
relacao a esses numeros como uma realidade do mundo,
capaz de relaciona-los e operar com eles com compreen-
sao, fazendo relacdes mentais basicas, como ocorre com
0s numeros naturais” (Bertoni, 2008, p.214).

Em sintonia com a referida autora, nossa intencéo
foi, ao propor experiéncias de aprendizagem e ensino,
ultrapassar a visdo de fracdo como parte de um circulo
equitativamente dividido. Queriamos mostrar que a fra-
¢do se associa a parte de um todo real e a um numero.
Bertoni (2004) chama atencdo sobre a importéncia de se
construir a ideia desse numero, compreendendo o que
quantifica e a que vem, e tendo presente que ele se des-
dobra em duas representacdes igualmente importantes:
a decimal e a fracionaria (p. 1).

A situacdo é mais dificil quando aparece a represen-
tacdo fraciondria. Na proposta tradicional, o obstaculo
surge para o estudante na prdpria visualizacdo do sim-
bolo matematico que aparece — dois numeros naturais
separados por um traco. E complica, ainda mais, quando
se pede para pintar em circulos, quadrados, retangulos e
triangulos a parte correspondente a esse simbolo (qua-
se impossivel seria pedir que indicassem o mesmo em
objetos reais). Por outro lado, conquanto muitas partes
fraciondrias aparecam na realidade, é pouco comum en-
contrar representacdes fracionarias registradas em situa-
¢Oes do cotidiano, a ndo ser em experiéncias vivenciadas
em que o numero fraciondrio surge no falar e ndo em
sua representacao, em situa¢des culturais — por exemplo,
na culindria (receitas), férmulas, na oralidade (comi me-
tade do chocolate, um quarto da pizza) etc.

Nesse sentido, nossa opcao foi desenvolver um estu-
do em que as tarefas estdo ancoradas na realidade, sem
perder devista que o planejar e conduzir a aula é essencial.

Nossa opcdo metodoldgica apoiou-se no paradig-

ma interpretativo e qualitativo com observacdo parti-
cipante, que busca compreender os fenbmenos na sua
totalidade e no contexto que ocorrem, a partir de ob-
servacoes, dando énfase as acbes e ndo somente aos
comportamentos em que os participantes envolvidos
elaboram significados a partir das experiéncias (Erickson,
1986; Ponte, 2006).

A aplicacdo das tarefas ocorreu, de acordo com a
disponibilidade das professoras, em turmas de 2° ano,
4° ano e 5° ano, com estudantes de uma escola publica
do DF, em que as tarefas propostas envolveram nimeros
fracionarios, na perspectiva da EMR, elaboradas pela pri-
meira autora desse artigo, como foi dito inicialmente. A
experiéncia de aprendizagem e ensino aconteceu no 2°
semestre do ano letivo de 2024. Aplicamos trés tarefas:
(i) Tarefa 1 — Como foi a quarta parte?; (ii) Tarefa 2 - O
bolo pequeno; (iii) Tarefa 3 — O Chocolate. Os estudan-
tes da turma de 2° ano resolveram as Tarefas 1 e 2 (24
estudantes) e os estudantes das turmas de 4° e 5° anos
resolveram as trés tarefas (24 estudantes — 4° ano e 18
estudantes — 5° ano), num total de 66 estudantes. Os da-
dos empiricos foram construidos a partir das analises dos
registros nas folhas de respostas das tarefas, das sociali-
zacoes de estudantes para a turma no quadro branco e
de didlogos individuais com alguns estudantes. O critério
de andlise foi selecionar folhas de respostas que conti-
vessem representacdes simbdlicas, representacdes picto-
ricas e/ou explicacdes escritas com palavras. Em algumas
folhas de respostas, aproximadamente 10, apareceram
as expressdes “Nao sei”;"Nao entendi”; e uma folha de
resposta tinha a expressdo “Nao sei o que é um quinto”.
Infelizmente, ndo tivemos tempo para realizar as inter-
vencdes necessdrias com os estudantes que registraram
essas expressdes em suas folhas de respostas. A escuta e
o didlogo com os estudantes foram fundamentais para
entender e compreender o seu pensamento matematico,
seu raciocinio e realizar as intervencdes. Isso possibilita
também aprendizagens ao professor. Nossa experiéncia
como investigadora mostra que ndo basta apenas anali-
sar os registros escritos dos estudantes, ha que dialogar
para entender o porqué de estar usando tal estratégia.
Analisamos 56 folhas de respostas, com 6 protocolos que
nos chamaram atencao, referentes a séries e tarefas dis-
tintas. Neste artigo, restringimos ao relato de uma das
tarefas, com trés protocolos.

As tarefas foram aplicadas pela investigadora (se-
gunda autora) com colaboracdo da professora da turma;
duraram cerca de 1 hora em cada turma, de acordo com
a disponibilidade da professora e ocorreram da seguinte
forma:

As tarefas foram aplicadas pela investigadora (se-
gunda autora) com colaboracdo da professora da turma;
duraram cerca de 1 hora em cada turma, de acordo com
a disponibilidade da professora e ocorreram da seguinte
forma:
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1. Ainvestigadora, jd conhecida pelos estudantes,
conversou com a turma, explicando que resolveriam al-
gumas tarefas de matematica. Disse que leria a tare-
fa, que todos prestassem atencdo, pois faria algumas
perguntas e depois entregaria as tarefas para que as
resolvessem individualmente. Ainda explicou que re-
gistrassem na folha da tarefa como haviam pensado,
podendo usar desenhos, palavras, nimeros. Assim que
todos resolvessem, iria convidar alguns estudantes para
mostrar no quadro branco como haviam resolvido a ta-
refa. A investigadora leu a tarefa, fez algumas pergun-
tas como, por exemplo, “O que vocés entenderam?”;"O
problema estd pedindo um resultado, ou seja, quanto
cada um vai receber?”.

2. A professora e a investigadora entregaram a ta-
refa; a Ultima solicitou que os estudantes lessem nova-
mente e resolvessem individualmente. Neste momento,
a investigadora reforcou que registrassem na folha o re-
sultado. Ressalta-se que a opcado foi solicitar que os es-
tudantes resolvessem individualmente e ndo em grupo
ou pares, pois a intencdo era perceber qual entendimen-
to o estudante tinha a respeito do nimero fraciondrio
sem a intervenc¢ao do outro. Ou, para 0s menores, como
faziam emergir, de situacdes reais, no¢des fracionarias.
Enquanto resolviam a tarefa, a investigadora e a profes-
sora circularam nas mesas observando a resolucdo dos
estudantes e respondendo a alguma duvida que surgis-
se. Enquanto a investigadora passava pelas mesas, foram
selecionandos alguns estudantes para socializar a solu-
¢ao para a turma.

3. Apos a resolucdo individual, aconteceram alg-
mas socializacdes das solucdes encontradas. E o momen
to em que o estudante é convidado e encorajado a ir ao
quadro branco para mostrar aos colegas como chegou a
solucdo da tarefa. E, também, a oportunidade de a inves-
tigadora realizar as intervencdes, fazer perguntas e pro-
posicdes. Apresentamos, a seguir, o enunciado de cada
tarefa e trés protocolos da Tarefa 2, correspondentes a
solucdes apresentadas por trés alunos, que serdo aqui
discutidos.Apds as Tarefas 1 e 3, ndo colocaremos pro-
tocolos, mas sim comentarios incluindo aspectos como:
potencialidades de cada uma, expectativas de solucdes,
possiveis desdobramentos e intervencdes adequadas do
investigadora ou do professor

Tarefa 1 - Como foi a quarta parte?

Enunciado: “Certa vez, a mae separou o lanche dos
quatro filhos: duas laranjas e quatro biscoitinhos. Todos
recebiam sempre igual, isto é, a quarta parte ou 1 quarto
do total. Como foi a quarta parte que cada filho rece-
beu?”

Comentario

Nota-se que, nesta tarefa, aparece o numero fracio-
nario em duas situacdes: (i) como representacdo de uma
quantidade expressa por um numero natural, ao se re-
ferir aos biscoitinhos, ou seja, ¥a de 4, e (ii) como repre-
sentacdo de uma quantidade que envolve parte de uma
unidade, como ocorreu ao se referir as laranjas, ou seja,
Ya de 2, que dara igual a meia laranja. Trata-se de situ-
acado que o aluno nao perceberia, se ficasse nos mode-
los geométricos, pois neles Va parece ser sempre aquela
parte obtida dividindo-se o circulo em quatro partes —
ideia que fica entranhada nos alunos, impedindo-os de
concepcdes mais gerais. Na situacdo, é usado o numero
quantificador 2 para significar a quarta parte das duas
laranjas. A tarefa possibilita a percepcao prévia do que
serd o conceito da equivaléncia (2=4/2). Todavia, ha que
se ter atencdo e cuidado nas intervencdes e mediacoes.
Bertoni (2008) sugere que perguntas como “Que nu-
mero indica a quantidade que recebeu? Que numero é
maior? Representam quantidades iguais ou diferentes?
Sao numeros iguais ou diferentes?” geram processos in-
tuitivos, acentuando a caracteristica de nimero e levan-
do ao reconhecimento do nimero fraciondrio. A referi-
da autora aponta que esse reconhecimento pode indicar
diferentes decomposicdes de uma mesma quantidade e
direcionar para o entendimento significativo de equiva-
l&éncias. E esperado que o estudante represente a quarta
parte, seja usando representacao simbdlica (numero) e/
Ou a representacao pictdrica. Ressalta-se que a situacdo
nado pergunta quanto cada filho recebe, a resposta a esta
pergunta ja estd posta no problema.

Tarefa 2 — O bolo pequeno

Enunciado: “Na mesa da cozinha tinha um bolo pe-
queno. O pai chegou e comeu metade. Depois a mae
comeu um quarto. Quanto sobrou do bolo para Paulo?”

Comentario

Nessa tarefa, solicita-se que o aluno responda a se-
guinte questao: Quanto sobrou do bolo para o Paulo?
Era previsto que o estudante usasse representacdo pic-
tdrica e/ou representacdo simbdlica (numero), para re-
presentar o quanto sobrou de um todo, nesse caso estd
envolvido o numero fraciondrio como a parte de uma
unidade. As partes vao sendo tiradas de uma unidade.
A situacdo leva o estudante a perceber que metade ('2)
foi comida pelo pai, logo pode inferir que um quarto (Va)
comido pela mae foi a metade da metade do bolo, so-
brando um quarto (") para o Paulo. Esse serd o nimero
quantificador da resposta.
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Trés solucdes da tarefa 2
Figura 1 — Resolucdo da estudante Estela, 2° ano.

TARLEA § « ( BOLD FIQUEND

| NA WESA, Dk COZIRHA TINHA UM BOLO FEQUENG. O PAY CHEGO! E COMEL
\METADE. DEFONS & MAE COMEL UM QUARTO. QUANTO SOBROU DO BOLO

Figura 2 — Resolucdo da estudante Nora, 4° ano.

TAREFA T - TVBLO FIOUEND

| NA MESA DA COEINAA TINHA UM BOLO Ff UENG. O FAI CHEGO!. E COMEL |
| METADE. DEROIS A MAE COMEL UM CLARTE, QLIANTO SORROU DO BOLO
PARA O A LT

(ARA D PALILY

f -

————

“DISCUTA COM 08 COLEGAS 05 RESULTADO T ENCONTRADGE.
Fonte: Folha de resposta da estudante

Estela (2° ano) separou a quarta parte (1/4), todavia
ndo utilizou representacdo simbdlica para representar
um quarto (1/4). A estudante divide o bolo na metade
(1/2), representando a parte que o pai comeu e a outra
metade divide em duas partes (duas de 4) que represen-
tam o pedago da mae e do Paulo. E ainda, ao lado da
representacao do bolo ela destaca a parte que sobrou
para Paulo (1/4). Ao perguntar a estudante o que sig-
nificava a parte em separado, ela responde que é o que
sobrou para o Paulo — ndo chega a usar as expressées um
quarto, antes, fala em metade do bolo e depois meta-
de da metade que sobrou. Pergunto quem comeu mais
bolo e ela responde que foi o Pai e, logo em seguida, diz
gue a mae e o Paulo comeram o mesmo tanto, metade
da metade do bolo. Podemos inferir que Estela, ao usar
as expressdes metade, metade da metade mostra a no-
cdo das partes dentro do todo e tem certa consciéncia
de que, quanto mais se divide, menor fica o pedaco. Nao
percebemos a no¢do de equivaléncia no didlogo com a
Estela, mas talvez a prépria representacdo pictdrica dela
possa fazé-la intuir que metade e dois quartos do mes-
mo bolo valem o mesmo tanto. Desse modo, a nogado de
equivaléncia pode ser desenvolvida a partir da realidade.

- —

DNSCUTA 0N 08 COLEGAS 15 RESULTADD" FR OO TRATOS

Fonte: Folha de resposta da estudante

Na figura 2 a estudante Nora (4° ano) também néo
usou representagdo simbdlica na sua solu¢do. Porém, na
explicacdo dada a investigadora, usou as expressoes Va
e 2/4. Ela usou representacdes pictdricas para expres-
sar seu pensamento em relacdo ao numero fracionario.
Sua representacdo mostra o bolo dividido em 4 partes,
depois a metade do bolo dividida em duas partes e ao
lado a quarta parte do bolo. Ao conversar com Nora, esta
disse que tentou dividir o bolo em quatro partes iguais.
A investigadora perguntou por que em 4 partes e Nora,
de pronto, responde porque ja sabia que ia sobrar um
quarto para o Paulo. A investigadora solicita que ela ex-
plique. Nora diz que a mae comeu um quarto do bolo,
tirando da metade que sobrou, entdo o Paulo sé podia
comer um quarto também. A investigadora ainda insiste
mais um pouco e Nora explica que cortou o bolo em 4
partes para ter certeza de que o Paulo comeu um quar-
to do bolo (1/4), assim como a mae. E ainda, completa
gue a mae e o Paulo comeram dois quartos (2/4) e o pai
também comeu (2/4). A investigadora, para certificar o
pensamento de Nora, diz:Mas o pai comeu metade. E
Nora logo fala, “entdo é a mesma coisa”, referindo-se a
metade (1/2) e a dois quartos (2/4). Na situacdo, Nora
mostra compreender que 1 meio e 2 quartos represen-
tam a mesma quantidade. Todavia, ao perguntar se sa-
bia usar numeros para representar um quarto (1/4), ela
responde: Ndo sei ainda se o 4 fica em cima ou embaixo.
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Figura 3 — Resolucao do estudante Mavi, 5° ano
TARERA Y - £ BOL FRUEs0
WA MESA DA COZINIA TINHA UM BOLO PEQUENG. O FA (GO § COMBEL l

METADE, DEROIS A MAE COMEU U QUARTD, QUAKTS SCREROL DD BOLD
AR D FAL LT

f e —— — .

(3)
-y / k= s a =1
T = el a1l T

el |

DISCLT & €O U8 COLEG 08 18 RESULTADG | N W TRADGS
Figura 3 — Resolucdo do estudante Mavi, 5° ano

Mavi, na Figura 3, comeca registrando a seguinte
operacdo: 1 + 2 = (representacdo pictérica dividida em
duas partes) = 1 - 0,5 =0,5. Nesse ponto, engana-se na
representacdo matemdatica quando iguala 0,5a 2 - Va =
a. Na verdade, deveria ter posto um ponto apds o 0,5
e recomecado o cdlculo, com 2 - Va = Ya. Mas acerta na
representacao pictdrica, pois puxa uma seta indicando a
representacao pictérica do bolo dividido em quatro par-
tes, das quais trés estdo pintadas, indicando que foram
retiradas. Da parte restante, puxa um traco e coloca o
simbolo 2. Logo acima, no canto da folha, aparece R: Va.
Mavi explica: “Fiz tudo de cabeca, mas como vocé (inves-
tigadora) disse que queria os registros escritos na folha,
dai escrevi o que pensei”. As representacdes simbdlicas
do Mavi (5° ano) mostram a superioridade dos recursos
que usa, que tem nocdo de equivaléncia e ainda estabe-
lece relagdbes numeéricas entre os numeros fracionarios,
0s nUmeros decimais e os naturais.

Nas primeiras resolucdes, das Figuras 1 e 2, feitas por
Estela e Nora, ndo foram identificados registros simbdli-
cos (1/2, Ya) nas folhas de respostas, todavia emergiram
nas explicacdes dadas pelas estudantes. Ambas as estu-
dantes (Figuras 1 e 2) usaram representacdes pictoricas
para representar metade (1/2), metade da metade (1/4).
Ou seja, o conceitual emergia antes da representacdo
geométrica ou simbdlica. Na Figuras 2 e 3 foi percebido
nocdes de identificacdo de quantidades entre um meio
(1/2) e dois quartos (2/4), o que pode gerar o conceito
de equivaléncia.

Tarefa 3 — O chocolate.

Enunciado: “Luisa abriu uma barra de chocolate e
comeu um quinto dessa barra. Resolveu dividir o restan-
te, igualmente, entre seus trés irmaos. Se fosse ela, como
cortaria esse resto?”

Comentario

Esse é o enunciado da Tarefa 3. O contexto da
tarefa trata de uma divisdo de chocolate, ou seja, de
uma unidade. A tarefa requer que o estudante faca
representacdo pictérica da situacdo, no caso, do resto,
pois j& havia sido comida uma parte da unidade. Os
estudantes poderiam usar representacdes simbdlicas
(numeros) para representar o resto. A situacdo demanda
que o estudante identifique, previamente, em quantas
partes a unidade foi dividida, a partir do que foi dito, que
Luisa comeu um quinto (1/5) do chocolate. Durante a
resolucdo, pode ser esperado que o estudante perceba
que os irmaos comem mais chocolate do que a Luisa.
Isso também pode ser suscitado pelo professor, por
exemplo, com as perguntas, esperando respostas a
cada vez:"quanto Luisa comeu do chocolate? Quanto
sobrou? Esses 4 quintos serdo comidos por quantos
irmaos? Entdo, cada um vai comer quanto mais ou
menos do que Luisa comeu? A situacdo é inovadora
pois ndo pergunta quanto cada irmao vai receber, mas
sim como ele, aluno, faria cortes para dividir para os
trés. Ha possibilidades de se explorar com os 4° e 5° anos
a equivaléncia 1/5=3/15

3. Comentarios gerais das tarefas

Nota-se, nas trés tarefas, o significado da divisdo
como partilha, na primeira e na sequnda, fazendo emer-
gir a ideia de nimero fracionario. As duas primeiras tare-
fas ressaltam os aspectos da quantificacdo articulada ao
contexto, com numeros fracionarios menores ou igual a
um, fazendo surgir as fracdes como nimeros.

Reflexoes

Os estudantes mostraram conhecer o todo, a parte
no todo e a parte como unidade fora dos modelos geo-
métricos. Os procedimentos encontrados mostram que
as situacdes propiciaram uma significacdo de termos
fraciondrios. Relevancia especial tem o fato de terem
realizado operacbes mentais com esses numeros, sem
emprego do formalismo simbdlico envolvendo reducdo
aum denominador comum. Essa é a nossa perspectiva:

a realidade permite evoluir, com entendimento, para
procedimentos formais. Outro aspecto observado foi a
influéncia do contexto das tarefas, que foram elabora-
das com a intencdo de fazer emergir um objeto mate-
matico, com uma caracteristica quantificadora essen-
cial, isto é, um numero, no caso o fracionario, conforme
nos aponta Bertoni (2008).

As representacdes simbdlicas, acompanhadas de
representacdes pictoricas apareceram na Figura 3, por
aluno do 5° ano. Nela podemos inferir que a identifica-
cdo das partes, com nomeacao e representacdo, ficou
associada a uma quantificacdo articulada ao contexto,
conforme nos aponta Bertoni (2008). O que nos remete
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a dizer que os numeros envolvidos na situagao contex-
tual da tarefa permitem uma compreensdo mais ampla
dos numeros fraciondrios, fugindo da relacdo parte-to-
do a partir de uma unica unidade abstrata. Na situacao,
emerge a dupla representacdo (1/2 = 0,5). H4 uso da
operacao de subtracdo intuitiva para resolver a divisdo
como partilha em que o resultado é um numero fracio-
nario.

As representacdes simbdlicas, acompanhadas de
representacdes pictdricas apareceram na Figura 3, por
aluno do 5° ano. Nela podemos inferir que a identifica-
¢do das partes, com nomeacdo e representacao, ficou
associada a uma quantificacdo articulada ao contexto,
conforme nos aponta Bertoni (2008). O que nos remete
a dizer que os numeros envolvidos na situagdo contex-
tual da tarefa permitem uma compreensdo mais ampla
dos numeros fraciondrios, fugindo da relacdo parte-to-
do a partir de uma unica unidade abstrata. Na situacao,
emerge a dupla representacdo (1/2 = 0,5). H4 uso da
operacao de subtracdo intuitiva para resolver a divisdo
como partilha em que o resultado € um numero fracio-
nario.

Os trés protocolos apresentados nesse artigo mos-
traram que é possivel aprender e ensinar fracbes fora
dos modelos geométricos. Destacamos alguns aspectos
percebidos ao longo do estudo. O primeiro, ndo mais
importante do que os outros, diz respeito a metodolo-
gia utilizada; no caso, optamos por desenvolver experi-
éncias de aprendizagem e ensino que preveem planeja-
mento e conducdo da aula. O planejamento se traduziu
em selecionar tarefas que gerassem de modo natural o
aparecimento de quantidades fracionarias que levassem
os estudantes a expor o seu pensar de forma esponta-
nea, além de prever alguns procedimentos e estratégias
com possibilidades de intervengdo, mediacdo e intera-
¢do. A conducdo da aula permitiu que os estudantes fos-
sem protagonistas (Ausubel, 1982; Piaget, 1990; Vygot-
sky, 2007; Freire, 2011) no fazer e pensar sobre situacdes
que envolveram a divisdo como partilha, com resultado
direcionado para um numero fraciondrio. A escuta e o
didlogo com os estudantes foram fundamentais, pois a
socializacdo das solucdes encontradas no quadro bran-
co permitiu que a turma acompanhasse as estratégias
encontradas pelos colegas, dando outros significados ao
que se havia pensado. Possibilitou, ainda, intervencoes
dos colegas e da professora/investigadora.

Pelo exposto, concluimos que introduzir os nimeros
fracionarios usando modelos geométricos, ou seja, sem-
pre atrelados a circulos ou retangulos, ndo gera ideias
sobre esses nUmeros. A relacdo parte-todo é apresen-
tada de forma abstrata e ndo significativa; o processo
de dividir, contar, pintar apresentam um artificialismo
que nao condizem com a realidade. Ao contrario, nossa
proposta se traduz em encorajar académicos, investiga-
dores, professores, estudantes e quem mais se interessar
a realizar experiéncias de aprendizagem e ensino, pro-

jetos, investigacdes que busquem desenvolver o sen-
tido de numero fracionario a partir de situacdes que
envolvam contextos sociais. O objetivo final é conceder
ao estudante o direito a uma aprendizagem significativa,
com envolvimento espontaneo.
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